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概要
このノートでは Einsteinの縮約記法を使ったテンソル計算の手法をまとめる。添字 𝑖, 𝑗 , 𝑘, . . .については特に指定しない限り、1, 2, . . . , 𝑁
の値を取るものとする。なお、正則行列 𝐴に対する逆行列 𝐴−1 の 𝑖 𝑗 成分は 𝐴

𝑖 𝑗 で表記している。
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1 Einsteinの縮約記法
物理 (特に電磁気学や相対論、場の理論)では多くのベクトル・テンソルの計算を扱う。線形代数でやった行列の積やベクトルの線形変換
のように、行列やベクトルを何個も掛け合わせた量を計算する必要がある。この掛け合わされた量を簡潔に表現する記法として用いられて
いるのが Einsteinの縮約記法*1である。この記法を使うことで計算が大幅に簡略化される (有り体に言ってしまえば、総和記号を省略する
記法)。特に相対論と場の量子論では教科書等で真っ先に導入されるくらいには日常的に用いられる記法である。� �
定義 1.1 (Einsteinの縮約記法). ある項について同じ添字が 2回現れるとき、その添字に関して総和を取るものと約束する。例えば、
下つきの添字を持つ量 𝑎𝑖 と上つきの添字を持つ量 𝑏𝑖 に対し、これら各成分の積の総和は

𝑎𝑖𝑏
𝑖 B

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏
𝑖 = 𝑎1𝑏

1 + 𝑎2𝑏
2 + · · · + 𝑎𝑁 𝑏

𝑁 (1)

と表記する。1回しか現れない添字には総和を取らない。� �
上の定義では下につく添字と上につく添字の縮約に対して定義した。このような添字の位置 (相対論における共変性・反変性など)を気にし
ない場合であれば、下についた添字同士の縮約に上の縮約記法（定義 1.1)を使っても特に差し支えはない:

𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + . . . 𝑎𝑁 𝑏𝑁 (2)

なお、縮約記法を適用されている添字のことをダミー添字 (dummy index)といい、それ以外の全体の添字として残っているものをフリー添
字 (free index)という。ダミー添字は全体から見たときに添字としては機能しないため注意する (縮約内のローカルな添字は縮約外で添字と
して振る舞わない)。また、ダミー添字はその文字自体に意味はなく、自由に添字を取り替えることができる。例えば、上記の縮約規則を適
用した量について 𝑎𝑖𝑏

𝑖 = 𝑎 𝑗𝑏
𝑗 である。

2 重要なテンソルと演算
A テンソル
A.1 Kroneckerのデルタ� �
定義 2.1 (Kroneckerのデルタ).

𝛿𝑖𝑗 =

{
1 (𝑖 = 𝑗)
0 (𝑖 ≠ 𝑗) (3)� �

A.2 Levi-Civitaの記号 (完全反対称テンソル)� �
定義 2.2 (Levi-Civitaの記号).

𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =

{+1 (𝑖1𝑖2 . . . 𝑖𝑁は 1, 2, . . . , 𝑁 の偶置換 )
−1 (𝑖1𝑖2 . . . 𝑖𝑁は 1, 2, . . . , 𝑁 の奇置換 )
0 (otherwise)

(4)

� �
*1 この名称は特殊・一般相対性理論を提唱した Albert Einsteinに由来する。Einsteinは自身の論文で縮約記法を導入している。
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A.3 重要な公式
3次元ベクトルを考えるとき、Kroneckerのデルタと Levi-Civitaの記号に関して以下の等式が成立する。

𝜖𝑖 𝑗𝑘𝜖𝑖𝑙𝑚 = 𝛿 𝑗𝑙𝛿𝑘𝑚 − 𝛿 𝑗𝑚𝛿𝑘𝑙 (5)

これはベクトルの内積・外積を変形する上で必要不可欠な公式である。その実用例は後に回す。

B 演算
各種演算を縮約記法で表記すると以下のようになる。� �
内積 𝑨 · 𝑩 = 𝐴𝑖𝐵𝑖

外積 [𝑨 × 𝑩]𝑖 = 𝜖𝑖 𝑗𝑘𝐴 𝑗𝐵𝑘

勾配 [∇ 𝑓 (𝑥)]𝑖 = 𝜕𝑖 𝑓 (𝑥)
トレース tr 𝐴 = 𝐴𝑖𝑖� �

3 テンソル計算の実例
基本的な notationは導入できたので、実際にこれらを使った計算の簡約化を実例で示していく。実際のところ、縮約記法がとりわけ有用
なのはベクトルの内積・外積の計算をしたり相対論・場の理論でテンソル量の計算をするときである。普通の線形代数の計算では (高次の項
を計算するとかでなければ)、高々数個の総和記号を省略できる程度でそこまで有用というわけでもない。

A 行列式の微分� �
平方行列 𝐴の行列式 det 𝐴の微分は

𝑑 (det 𝐴) = (det 𝐴) tr
(
𝐴−1𝑑𝐴

)
(6)� �

B 逆行列の微分
正則行列 𝐴に対する逆行列 𝐴−1 の満たす恒等式 𝐴𝐴−1 = 1の各成分を縮約記法で表すと以下のようになる:

𝐴𝑖 𝑗

𝐴

𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑘 (7)

この両辺を微分すると右辺は定数であるため任意の成分でゼロに、左辺は Leibniz則が適用されるので
(𝑑𝐴𝑖 𝑗 )

𝐴

𝑗𝑘 + 𝐴𝑖 𝑗 (𝑑

𝐴

𝑗𝑘) = 0 (8)

今の目標は 𝐴𝑖 𝑗 による 𝑑

𝐴

𝑖 𝑗 の表示。(7)を用いて上式を移行した
𝐴𝑖 𝑗 (𝑑

𝐴

𝑗𝑘) = −(𝑑𝐴𝑖 𝑗 )

𝐴

𝑗𝑘 (9)

の両辺に 𝐴

𝑙𝑖 をかけて

𝐴

𝑙𝑖𝐴𝑖 𝑗𝑑

𝐴

𝑗𝑘 = − 𝐴

𝑙𝑖𝑑𝐴𝑖 𝑗

𝐴

𝑗𝑘 =⇒ 𝑑

𝐴

𝑙𝑘 = −
[
𝐴−1 (𝑑𝐴)𝐴−1]

𝑙𝑘
(10)

を得る。したがって、逆行列 𝐴−1 の微分 𝑑 (𝐴−1) の表示は
𝑑 (𝐴−1) = −𝐴−1 (𝑑𝐴)𝐴−1 (11)

である。これを偏微分のときに適用すると、
𝜕𝐴−1

𝜕𝑥
= −𝐴−1 𝜕𝐴

𝜕𝑥
𝐴−1 (12)

となる。

C ベクトル解析の諸公式 (出典:電磁気学)� �
ベクトル三重積:

𝑨 · (𝑩 × 𝑪) = 𝑩 · (𝑪 × 𝑨) = 𝑪 · (𝑨 × 𝑩) (13)� �
まず第一式を成分表示する:

𝑨 · (𝑩 × 𝑪) =𝐴𝑖 [𝑩 × 𝑪]𝑖 (14)
=𝐴𝑖 (𝜖𝑖 𝑗𝑘𝐵 𝑗𝐶𝑘) (15)
=𝜖𝑖 𝑗𝑘𝐴𝑖𝐵 𝑗𝐶𝑘 (16)

第二式・第三式の成分表示もこれと一致することから三重積公式の成立が確認できる。以下の公式についても同様に成分を書き下すことで
示せる:

𝑨 × (𝑪 × 𝑫) =(𝑨 · 𝑪)𝑩 − (𝑨 · 𝑩)𝑪 (17)
(𝑨 × 𝑩) · (𝑪 × 𝑫) =(𝑨 · 𝑪) (𝑩 · 𝑫) − (𝑩 · 𝑪)(𝑨 · 𝑫) (18)
(𝑨 × 𝑩) × (𝑪 × 𝑫) =[𝑫 · (𝑨 × 𝑩)]𝑪 − [𝑪 · (𝑨 × 𝑩)]𝑫 (19)

これらの式の証明には (5)が有用。
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D 行列の成分による微分 (出典:@@@ちゃん)� �
𝑛次の正則行列 𝐴の成分 𝐴𝑖 𝑗 に対して演算子 ∇𝐴を以下で定義:

∇𝐴 =

©«

𝜕

𝜕𝐴11

𝜕

𝜕𝐴12
· · · 𝜕

𝜕𝐴𝑛1
𝜕

𝜕𝐴21

𝜕

𝜕𝐴22
· · · 𝜕

𝜕𝐴𝑛2
...

... · · ·
...

𝜕

𝜕𝐴𝑛1

𝜕

𝜕𝐴𝑛2
· · · 𝜕

𝜕𝐴𝑛𝑛

ª®®®®®®®®®¬
(20)

このとき、演算子 ∇𝐴は次の式を満たす。
∇𝐴 log det 𝐴 = 𝐴−1 (21)

また、任意の 𝑛次元ベクトル 𝒙 に対して以下の式が成立:

∇𝐴

(
𝒙𝑇 𝐴−1𝒙

)
= −

[
𝐴−1𝒙𝒙𝑇 𝐴−1]𝑇 (22)� �

まず最初の式を示す。左辺の各成分に対して示せば良い:

[∇𝐴 log det 𝐴]𝑖 𝑗 =
𝜕

𝜕𝐴𝑖 𝑗
log det 𝐴 (23)

=
1

det 𝐴
𝜕 det 𝐴
𝜕𝐴𝑖 𝑗

(24)

行列式の偏微分に関しては上の方で既に計算してある結果が使える。

[∇𝐴 log det 𝐴]𝑖 𝑗 =
1

det 𝐴

(
det 𝐴 tr

[
𝐴−1 𝜕𝐴

𝜕𝐴𝑖 𝑗

] )
(25)

=

[
𝐴−1 𝜕𝐴

𝜕𝐴𝑖 𝑗

]
𝑘𝑘

(26)

=

𝐴

𝑘𝑙
𝜕𝐴𝑙𝑘

𝜕𝐴𝑖 𝑗
(27)

=
𝐴

𝑘𝑙𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗𝑘 (28)
=

𝐴

𝑖 𝑗 (29)

したがって各成分に対して [∇𝐴 log det 𝐴]𝑖 𝑗 =

𝐴

𝑖 𝑗 が成立することから最初の式が示された。
次に二つ目の式を示す。これも各成分を表示して変形していけば良い:[

∇𝐴

(
𝒙𝑇 𝐴−1𝒙

)]
𝑖 𝑗
=

𝜕

𝜕𝐴𝑖 𝑗
(𝑥𝑘

𝐴

𝑘𝑙𝑥𝑙) = 𝑥𝑘
𝜕

𝐴

𝑘𝑙

𝜕𝐴𝑖 𝑗
𝑥𝑙 (30)

この逆行列の微分は (11)が使える: [
∇𝐴

(
𝒙𝑇 𝐴−1𝒙

)]
𝑖 𝑗
=𝑥𝑘

(
− 𝐴

𝑘𝑛
𝜕𝐴𝑛𝑚

𝜕𝐴𝑖 𝑗

𝐴

𝑚𝑙

)
𝑥𝑙 (31)

=𝑥𝑘
(
− 𝐴

𝑘𝑛𝛿𝑖𝑛𝛿 𝑗𝑚

𝐴

𝑚𝑙
)
𝑥𝑙 (32)

= − 𝑥𝑘

𝐴

𝑘𝑖

𝐴

𝑗𝑙𝑥𝑙 (33)

あとは式を整理していく。任意のベクトル 𝒂 と 𝒃 に対して、𝑎𝑖𝑏 𝑗 を成分に持つ行列が 𝒂𝑇 𝒃 と表せることを用いると以下の変形ができる:[
∇𝐴

(
𝒙𝑇 𝐴−1𝒙

)]
𝑖 𝑗
= −

{(
𝐴−1

)𝑇}
𝑖𝑘

𝑥𝑘𝑥𝑙

{(
𝐴−1

)𝑇}
𝑙 𝑗

(34)

= −
{(
𝐴−1

)𝑇
𝒙

}
𝑖

{
𝒙𝑇

(
𝐴−1

)𝑇}
𝑗

(35)

= −
[{(

𝐴−1
)𝑇

𝒙

}𝑇 {
𝒙𝑇

(
𝐴−1

)𝑇}]
𝑖 𝑗

(36)

= −
[{
𝐴−1𝒙𝒙𝑇 𝐴−1}𝑇 ]

𝑖 𝑗
(37)

これを行列表示すると示したかった式になる。
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